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Zadanie 1. Pokaż, że dla każdego ϵ > 0 istnieje nieskończenie wiele takich liczb nie-
parzystych n, że wszystkie liczby postaci kn + 1 dla 0 ⩽ k ⩽ n2

5+ϵ
mają przynajmniej po

jednej nieparzystej cyfrze w zapisie dziesiętnym.

Zadanie 2. Niech F będzie ciałem, n ∈ N+. Macierz nazwiemy binarną jeśli jej elementy
zawierają się w zbiorze {0, 1} ⊆ F. Dane są macierze A,B ∈ Mn(F) i zbiór macierzy
binarnych S mocy 2n

2
(1− 21−n) + 1. Wiadomo, że

∀X∈S det(A+X) = det(B +X)

Czy wynika stąd, że A = B?

Zadanie 3. Niech f : N → N będzie bijekcją (przyjmujemy, że 0 /∈ N). Udowodnij, że
przynajmniej jeden z szeregów

∞∑
n=1

1

f(n) + n
,

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

f(n)

)
jest rozbieżny do +∞.

Zadanie 4. Rzeczywiste zmienne losowe X i Z są określone na tej samej przestrzeni
probabilistycznej. Załóżmy, że EZ = 3, P(Z ∈ {0, 1, . . .}) = 1, zmienne X i Z − X są
niezależne oraz dla dowolnych liczb całkowitych 0 ≤ k ≤ n zachodzi równość

P(X = k, Z = n) =

(
n

k

)
· 2

k

3n
· P(Z = n).

Oblicz P(X = Z).

Zadanie 5. Funkcja f : {1, . . . , 2025} → {−1, 1} ma tę własność, że dla każdego k ∈
{1, . . . , 2025} istnieje takie l ∈ {1, . . . , 2025}, że

∑max{k,l}
i=min{k,l} f(i) ≤ 0. Wyznacz największą

możliwą wartość wyrażenia
∑2025

i=1 f(i).

Powodzenia!


